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Introduction 
En general, dans un anneau non-necessairement associatif, le produit 
de n elements (n>3) n’a pas une valeur unique. Cependant on peut y 
parvenir apres l’emploi d’un certain nombre de crochets dont le but est 
de fixer la suite doperations a executer. Cette methode est assez encom- 
brante et nous la remplagons par un pro&de plus simple, utilisant l’idee 
de la permutation dune suite de nombres entiers. Puis nous nous occupons 
d’un anneau tel que le produit de n facteurs (n fixe > 3) ne depend pas 
de la position des crochets et nous demontrons que cet anneau est n- 
assooiatif [l]. Ensuite : Un anneau dont le produit de n facteurs (n fixe > 3) 
avec au moins deux facteurs identiques ne depend pas de la position des 
crochets, est n-alternatif [l]. Joints a d’autres resultats, ees theoremes 
rev&lent une relation curieuse entre les diverses classes d’anneaux dont 
il s’agit dans cet article. 
1. Le n-associateur 
Soit R un anneau non necessairement assooiatif. On d&nit: {al, a2, aa3) = 
= (w2)a3 - al(a2a3) et p ar recurrence le n-associateur : (al, as, . . . . a,> = 
Tb=l 
=,z,( - l)k-l(al, . . . . mm+1, . . . . an), n > 3 [l]. Ainsi le n-associateur est 
une somme de (n- 1)-associateurs et par consequent une somme de 3- 
associateurs tout court. Autrement dit: le n-associateur est une somme 
de produits de n facteurs, O?.I chaque produit est compose a l’aide d’un 
certain nombre de crochets. Considerons un tel produit (pour plus de 
facilite nous nous bornons a un produit de 6 facteurs) : abcdfg. La formation 
des produits propres peut Btre realisee de plusieurs man&es, par exemple : 
{(ab)(cd)). (fg), [[a(b(cd)}]f]g, etc. 11 vaut mieux inventer une notation 
qui Qvite l’emploi des crochets. Une maniere convenable est la suivante: 
un produit de n facteurs soit indique par une permutation des nombres 
1, 2, . . . . n- 1, designant la succession des operations de multiplication. 
Par exemple : {(ab)(cd))(fg) p ourrait 6tre Qcrit sous la forme 13254 et 
[[a{b(cd))]f]g correspond a 32145. (On s’imagine les nombres places entre 
les facteurs, comme suit: aib3c2d5f4g; 1 indique qu’on commence par la 
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multiplication de a et b, ensuite le nombre 2 exige la formation du produit 
cd; la troisieme multiplication aboutit a (ab)(cd), etc). Ainsi chaque produit 
de n facteurs peut 6tre represent6 par une permutation des nombres 
1, 2, . ..) n - 1 (en general, de plusieurs manieres) et inversement chaque 
permutation correspond & un certain produit. 
Soit alas . . . a, un certain produit de n facteurs et pj la permutation 
correspondante qui Btablit la position des crochets. Alors on d&nit 
Pj=alaz . . . a, si pj est pair et Pj= -ala2 . . . a, si pj est impair. Soit 
S= 1 Pj, oh pj parcourt toutes les permutations de 1, 2, 3, . . . . (n- 1). 
D’ktre part on introduit le produit P+k) = & a1 . . . a,, oh i et E indiquent 
une permutation des nombres 1, 2, . . . . (n- 1) de telle man&e que la 
k-’ lbme place est occupee par le nombre 1; on choisit le signe positif dans 
le cas oh la permutation qui reste apres l’elimination du nombre 1 est 
positif, sinon, on Bcrit le signe negatif. Soit Se= 2 Pj@), oh p,j parcourt 
toutes les permutations avec le nombre 1 dans la’ kmitie place. Alors il 
est evident que S=Sr-SsfSs-‘.. + (- 1)12-1Slz-r et par consequent S est 
identique au n-associateur. 
2. L’anneau n-fprod-associatif 
Pour des buts physico-mathematiques Yehiel Ilamed (Soreq Nuclear 
Research Centre, Israel) s’est occupe d’anneaux dont le produit de n 
facteurs (n fixe 2 3) ne depend pas de la position des crochets. Un tel 
anneau sera appele n-prod-associatif, Puisque le n-associateur est une 
somme de produits du type + alas . . . a, et le nombre des termes positifs 
est identique au nombre des termes negatifs (en effet: il s’agit des permu- 
tations de n- 1 objets et le nombre des permutations paires est identique 
au nombre des permutations impaires), il s’ensuit: 
Theoreme 1: Un anneau n-prod-associatif est n-associatif. (n > 3) 
Rappelons un theoreme, enonce autrefois: un anneau n-assooiatif est 
(n+l)-, (n+2)-, . . . -associatif [l]. 
Un resultat analogue est: 
Theoreme 2: Un anneau n-prod-associatif est (n-i- l)-, (n + 2)-, . . . 
-prod-associatif. 
En effet : Le produit ala2 . . . an-r(anan+l) est un produit de n facteurs 
al, aa, . . . . a,-1 et (ana,+r) et ne depend pas de la position des (autres) 
crochets. 11 en est de meme avec 
ala2 . . . (an-lan)an+l, ala2 . . . (a,-2a,-l)a,a,+l, etc. 
Alors, alas . . . anan+ a la meme valeur, quelle que soit la position des 
crochets. 
Definition : Un anneau n-prod-associatif eat appele strictement n- 
prod-associatif dans le cas oh il existe un produit de n- 1 facteurs depen- 
dant de la position des crochets. 
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Theoreme 3 : Un anneau strictement n-prod-associatif n’a pas 
d’element-unite. 
En effet : Soit e l’element-unite, alors earas . . . a,-1 ne depend pas de 
la position des crochets et par consequent alas . . . a,-1 a la meme propriete, 
c.-a-d. : l’anneau est (n - 1)-prod-associatif. 
Corollaire : Un anneau n-associatif n’est pas neeessairement n-prod- 
associatif, car il y a plusieurs anneaux n-associatifs avec un element-unite. 
(Voir le paragraphe suivant, exclusivement consacre a l’anneau n-associatif 
muni d’un element-unite). 
Theoreme 4: Chaque element dun anneau strictement n-prod- 
associatif est un diviseur de zero. 
En effet: Soit al un element regulier, alors alaa . . . a,=al(as . . . a,), 
quelle que soit la position des crochets dans aa . . . a,. Parmi les produits 
a2 . . . a, il y en a au moins deux qui n’ont pas la meme valeur: 01 et ,!3. 
Par consequent ala = a$, alors ar(oc -/I) = 0 et al n’est pas regulier. 
Theoreme 5: Dans un anneau strictement n-prod-associatif tous les 
(n - 1)-associateurs {al, a2, . . . , a,-1) dont au moins l’un des elements est 
le produit de deux elements de l’anneau, s’annulent. 
En effet: {al, . . . . a,-1) est la somme de produits de n- 1 facteurs, ou 
le nombre des termes positifs est identique au nombre des termes negatifs. 
Remplacez ak par un produit de deux elements ; en vertu de la n-prod- 
associativite tous les termes ont la meme valeur, a part le signe et par 
consequent la somme est zero. 
Corollaire : Un anneau strictement n-prod-associatif ne peut pas 
Btre dispersable. (L’anneau R est appele dispersable dans le cas oh chaque 
element a de R s’ecrit sous la forme a= bc, b, G E R). 
Theoreme 6: Dans un anneau R strictement n-prod-associatif tous 
les produits al . . . a,, avec m>n - 2, appartiennent au noyau N. (N est 
l’ensemble des elements x E R tels que (x, a, b)= (a, x, b}= {a, b, x) = 0 
pour tous les elements a, b de R. 
En effet: ((ala2 . . . a,-2)an-l}an = (ala2 . . . an-2)(am-la,), 
{al@2 . . . an-l)}h = al((a2 . . . a&an} et al(a2@3 . . . an)>= (ala2)(a3 . . . 4 
Theoreme 7: Dans un anneau R 4-prod-associatif le noyau N est 
un ideal. 
En effet : Dans un anneau quelconque N est un sous-anneau, car x1 E N 
et x2 E N implique {XI, a, b}= 0 et { x2, a, b}= 0 pour tous les elements 
a, b E R et par consequent {XI-Q, a, b) = 0. De meme (a, x1 --x2, b)= 0 et 
(a, b, x1-x2)=0. En outre 
{mm, a, b}- {XI, x2a, b}+ (a, ~2, ab} =x1(x2, a, b}+ {xl, x2, a}b 
[cf. 1, p. 31, et par suite: {XIXZ, a, b)=O. D’une man&e analogue on 
obtient: (a, x1x2, b)= 0 et {a, b, x1x2}= 0, C.-&-d. N est un sous-anneau. 
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Ici R est 4-prod-associatif. Soit r un element quelconque, alors ((rxr)a)b= 
= @Xl)(&), {(Xrr)a}b = (xlr)(ab), {a(rxr)}b =a{(rxr)b}, etc. et par consequent 
rxr E N, xlr EN, C.-a-d. : N est un ideal. 
Remarque: 1. Dans un anneau R n-prod-associatif l’ensemble V 
de sommes finies de produits alag . . . ak, oh ii?>?-&- 2, est un ideal apparte- 
nant B IV. 
2. Dans le cas oh R est dispersable, tous les elements s’ecrivent sous 
forme d’un produit de k &ments avec k>n- 2 et pour cette raison 
appartiennent a N. Ainsi on obtient une preuve renouvelee qu’un anneau 
n-prod-associatif n’est pas dispersable. 
Corollaire : 1. Un anneau strictement n-prod-associatif (n > 3) con- 
tient au moins un element indispersable. 
2. Dans un anneau 4-prod-associatif chaque associateur (a, b, c} s’an- 
nule dans le cas oh au moins l’un des elements est dispensable. En appelant 
I l’ideal des sommes finies du type {a, b, c> et {a, b, c}d [cf. 41, on obtient 
alors la suite des ideaux: I C V C iV C R. 
Theoreme 8: Dans un anneau n-prod-associatif R chaque element 
idempotent e appartient au noyau N. 
En effet: Le produit abe . . . e (n facteurs) ne depend pas de la position 
des crochets, C.-a-d. : (ab)(e . . . e) = a{b(e . . . e)} et par consequent (ab)e = 
=a(be). De meme, en partant de e . . . eab et ae .., eb, on obtient (ea)b= 
= e(ab) et (ae)b = a(eb). 
Corollaire : Les ensembles Re et R(l -e) (C.-a-d. l’ensemble des 
elements r - re) constituent des ideaux a gauche et R est la somme directe 
de Re et R(l-e). 
Exemples: Un exemple d’un anneau 4-prod-associatif est l’algebre 
de dimension 3 par rapport a un corps quelconque dont la base zcr, us, us 
satisfait a ur2=us, uru2=us, les autres produits s’annulent. Cet anneau 
est 4-associatif et mbme 4-prod-associatif, puisque abcd=O pour tous les 
elements a, b, c, d de l’anneau et quelle que soit la position des crochets. 
11 en est de meme avec I’algebre commutative de dimension 4, dont 
la base ur, us, us, ua satisfait b zcrua = uzur = us, uas = ~4, les autres produits 
s’annulent . 
Un exemple plus complique est l’algebre de dimension 5, dont la multi- 
plication des elements de base ur, ua, us, ~4, u5 satisfait a urs = us, urua = ~4, 
uzur = us, u1us = uru~ = u$ = usur = uqu1= us, les autres prod&s s’annulent. 
Cette algebre est 4-prod-associative, car le produit de 4 616ments o~iwr+ 
+~iuZ+y#uQ+ 8&4+ Eiu5 (i= 1, 2, 3, 4) est C?$!X2oL301&5, queue que soit la 
position des crochets. 
Un exemple d’un anneau 4-prod-associatif avec un element idempotent 
est l’algebre de dimension 9 par rapport a un corps quelconque, dont la 
base ul, . . . . ug satisfait a u12= u3,f~3u~=u3,u~u2=u4,u5~=u5, u1u5=215u1= 
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= u$ug = ugu5 = ug ) f&l?& = ?@b5 = t&5%&2 = u5u7 = ?hf$@ = th$ = f&f?&, = ‘UT, ‘thl’tb3 = 
= t&1%$4 = ?.$ = u3ul= th4?.61= us, ?&t&7 = ?.&2?& = u32c5 = t&&5 = t&u3 = t&u4 = 
= ‘@jug = ugu2 = u@b7 = u7ul= u7u6 1 u9u5 = ug, les autres produits zero. Ici uj 
est un element idempotent. N est I’ideal engendre par ua, ua, ‘~4, us, ~6, 
3. L’anneazc n-associatif avec &rnent-unite’ 
Ailleurs [2] nous avons demontre’ que l’anneau R’ qu’on obtient apres 
avoir plonge un anneau R (2% + 1)-associatif dans un anneau avec Blement- 
unite est (2n+ 1)-associatif. 11 s’agit du pro&de suivant : on construit 
l’ensemble des couples (r, n), r E R, n est un nombre entier, avec les lois 
de composition : (rl, nl) + (r2, n2) = (f-1 + ~2, nl+ n2) et (~1, nl) - (r2, n2) = 
= (71~ + nl o r2 + na o ri, nin2). L’application r + (r, 0) est un isomorphisme 
et ainsi R est un ideal de R’. 
Dans le cas oh l’anneau est une algebre % de dimension k et (2n+ l)- 
associative saris element-unite, on peut effectuer une autre man&e de 
plongement: on n’a qu’a adjoindre un nouvel element de base e tel que 
eu,j = uje = uj pour tous les elements de base ui, . . . , ZG~. De nouveau, l’algebre 
obtenue 5X’ est (2n+ 1)-associative, puisque chaque (2n+ 1)-associateur, 
dont les elements sont des elements de base ne contenant pas l’element- 
unite, est certainement zero et chaque (2nf 1)-associateur contenant e 
s’annule Bgalement en vertu du developpement [cf. 1, lemme C, p. 91: 
1 al, a2, . . ., a2%+1} = ({al, a2, a3}, . . ., a2n+l) + {al, (a2, a3, a4), . . ., a2%+1) + 
+ . ..+{a. a2, . . . . {a2+1, a2n, ~,2~+1)) = (({al, a2, a3}, a4, a5}, . . ., a2%+1}+ 
+ . ..+{m. . . . . {a2%-3, a2+2, {a2+4, azm, a2n+l)}}, etc. ; 
Bvidemment le (2n+ 1)-associateur est une somme de 3-associateurs qui 
s’annulent d&s que l’un des elements est remplace par e. (11 est a remarquer 
que la derniere assertion ne tient pas debout dans le cas ob il s’agit dun 
Bn-associateur). 
Les deux extensions mention&es sont essentiellement distinctes : Soit 
!Z une algebre de dimension k par rapport a un corps fini ; apres l’adjonction 
d’un nouvel element de base on obtient une algebre $?l’ dont le nombre 
d’elements est fini et apres l’adjonction a l’aide de couples (r, n) une 
algebre dont le nombre d’elements est infini. En appliquant ces procedes 
d’extension a un anneau strictement 2n-associatif on obtient des anneaux 
qui ne sont plus Bn-associatifs : dans un anneau Bn-associatif avec element- 
unite e le Bn-associateur {e, a~, as, . .., azn) s’annule et il s’ensuit 
t a2, . . . . a212) - {e, a2a3, . . . , azn> + {e, a2, a3a4, . . . , a2%} - . . . = 0. 
Tous les associateurs du membre gauche s’annulent, sauf le premier, car 
les (2n- l)-associateurs s’ecrivent sous la forme d’une somme de 3-asso- 
ciateurs dont le premier element est e. Et par suite, l’anneau est (2n- l)- 
associatif, autrement dit : un anneau strictement Bn-associatif ne peut pas 
contenir un element-unite. 
Neanmoins, qu’est-ce qui en resulte si l’on adjoint un element-unite a 
un anneau strictement Bn-associatif quand meme? 
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Pour commencer, soit 58 une algebre strictement Bn-associative de 
dimension k et soit e 1’616ment de base adjoint avec eui =zcje= ui pour 
tous les elements uj de la base (et par consequent pour tous les elements 
de l’algebre obtenue). Alors, le (2n+ 1)-assooiateur {al, as, . . ., asn+r} on 
al, as, . . . , a~~+1 sont des elements de base, s’annule si e ne figure pas parmi 
les aj, puisque un anneau 2n-associatif est forcement (2n+ l)-associatif. 
Dans le cas ob l’un des aj est e, le (2ti+ 1)-associateur s’annule aussi. 
Ainsi l’algebre ‘W eat (2% + 1)-associative. 
Deuxiemement nous considerons l’extension d’un anneau R striotement 
2n-associatif a l’aide des couples (r, a). Ailleurs [2] nous avons derive 
{(rl, nl), (r2, n2), . . ., (T2k+1, n2k+l)}= (@I, r2, . . ., r2k+1}, 0). Par consequent 
chaque (2n+ 1)-associateur dans R’ s’annule si R est 2wassociatif. Ainsi 
nous avons trouve: 
Theoreme 9 : En plongeant un anneau strictement Bn-associatif dans 
un anneau avec element-unite on obtient un anneau striotement (2nf l)- 
associatif. 
4. L’anneau n-prod-alternatif 
L’anneau n-associatif est une generalisation de l’anneau associatif. De 
la meme man&e on peut generaliser l’anneau alternatif, c-&-d. l’anneau 
dont l’associateur {a, b, c} s’annule d&s qu’ au moins deux des elements 
sont identiques. Dans le cas oh la caracteristique de l’anneau n’est pas 2, 
cette definition Bquivaut a une autre, a savoir : un anneau alternatif est 
un anneau dont l’associateur {a, b, c) change le signe si l’on interchange 
deux de ses elements. Dans ce cadre il est tout nature1 de d&inir: un 
anneau n-alternatif (n > 3) est un anneau dont le n-associateur s’annule 
d&s qu’ au moins deux de ses elements sont identiques. Ailleurs [1] nous 
avons demontre qu’un anneau dont les n-associateurs (al, as, . . . , a,} avec 
al=ak (k=2, 3, . . . . n) s’annulent, est deja n-alternatif. Une variation 
legere donne : un anneau dont les n-associateurs {al, a2, . . ., a,} avec 
ak=ak+l (k=l, 2, . . . . n- 1) s’annulent, est n-alternatif. Un theoreme 
remarquable est le suivant : Un anneau n-alternatif (caracteristique f 2) 
dont les (n+ 1)-associateurs {al, al, as, . . ., a,} et (al, as, . . . . a,, a,} s’an- 
nulent (pour ainsi dire : un anneau faiblement (n + l)-alternatif) est (n+ l)- 
alternatif et meme (12 + 2)-associatif [3]. 
A l’instar de 1’ anneau n-prod-associatif nous introduisons l’anneau n- 
prod-alternatif, C.-&-d. l’anneau dont chaque produit de n facteurs, oh 
au moins deux d’entre eux sont identiques, ne depend pas de la position 
des crochets. Pour abreger, un produit de n facteurs ne dependant pas 
de la position des crochets soit appele un n-produit stable. Un n-produit 
dont le k-i&me et le (k+ l)-i&me facteur sont identiques soit appele un 
nk-produit. Ainsi un anneau n-prod-associatif est un anneau dont tous 
les n-produits sont stables. 
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Theoreme 10: Soit R un anneau dont tous les nk-produits (n fixe > 3, 
k=l, 2, . ..) n- 1) sont stables, alors R est n-alternatif. 
En effet: {ccl, as, . . . . ak, ati., ak+s, . . . . a,} est la somme de n-produits 
stables et le nombre des termes positifs est identique au nombre des 
termes negatifs, par consequent {al, a2, . . ., ak, ak, ak+2, . . ., a,}= 0 pour 
k=l, 2, . ..) n- 1, c-a-d. R est n-alternatif. 
Definition : Une somme de n-produits (n fixe, > 3) est appelee stable 
si elle ne depend pas de la position des crochets dans chaque produit, 
pourvu que cette position soit la meme dans chaque terme. 
Theoreme 11: Soit R un anneau dont tous les nk-produits (n fixe > 3, 
k=l, 2, . ..) n- 1) sont stables, alors R est n-prod-alternatif. 
Demonstration : araiasaa . . . a, est stable. Remplacez a1 par al+ as; on 
obtient alasas . . . a, + asalas . . . a, est stable et apres substitution de aa = al 
il s’ensuit : alazala4 . . . a, est stable. Remplaoez ici al par ai + aa ; on obtient 
ala2a3a4 . . . a, + a3a2ala4 . . . an est stable et apres substitution de aq=al: 
ala2a3ala5 . . . an est stable, etc. En general: ai . . . a,+lalak+r . . . an (pour 
k=2, 3, . ..) n-l) et ala2 . . . an-la1 sont stables. En partant de la stabilite 
de alasaaa;4 . . . a, on demontre de la m6me man&e : alas . . . ati-rasak+i . . . a, 
(pour k=3, 4, . . . . n-1) et alas . . . a,-ias sont stables, etc. Tout court: 
Chaque produit de n facteurs dont au moins deux d’entre eux sont 
identiques, est stable, C.-a-d. R est n-prod-alternatif. 
Corollaire : 1. Un anneau n-prod-alternatif est n-alternatif. 
2. Un anneau (3)-alternatif est 3-prod-alternatif. 
Theoreme 12 : Un anneau 3-(prod)-alternatif R (oaracteristique # 2) 
ou les produits aabc et abcc sont stables pour tous les elements a, b, c E R, 
est 4-prod-alternatif et m&me B-prod-alternatif. 
Demonstration: (a, a, b, c> = (a, b, c, c}= 0 (en vertu de la stabilite des 
produits aabc et abcc), ainsi l’anneau est 4-alternatif, m&me 5-associatif 
(cf. [3], theoreme 5). Dans un anneau 3-alternatif on a: {ab, b, c}=b{a, b, c> 
(cf. [3], lemme 4.1). 11 s’ensuit : {ab, b, c>= - {b, a, b)c (puisque R est 4- 
alternatif) = 0. Par consequent: (ab . b)c = (ab)(bc). De la meme man&e on 
obtient {a, b, bc} = {a, b, c)b = 0, C.-a-d. : a(b+bc)=(ab)(bc). Ainsi (absb)c= 
=a(b.bc)=(ab)(bc). D’autre part (a, b, b)c=O et a(b, b, c}=O, C.-&.-d.: 
(ab.b)c=(a.bb)c et a(bb.c)=a(b.bc) et p ar consequent abbe est stable. En 
resume, R est 4-prod-alternatif. 
En outre, dans un anneau 3- et 4-alternatif (ab){b, c, d}= -c{b, ab, d}= 
=c(ab, b, d}=O (cf. [3], paragraphe 4), c-8-d.: (ab)(bcd) est stable; de 
m&me a(bbcd) est stable et (ab)(b *cd) = a{b(b . cd)}= a(bbcd), par consequent: 
a(bbcd) = (ab)(bcd). E nsuite a(bbcd) = (abb)(cd) et (ab)(bc.d) = ((ab)(bc)}d = 
= (abbc)d (puisque (ab, bc, d}= - {ad, bc, b) = 0, [3]). En resume, abbcd est 
stable. 
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(aabc)d = (oz(bc)}d =a2(bc.d) (puisque (~9, bc, ci!) = 0, [3]) = a2(bcd) (ear 
uyl, c, d)= -c{b, u2, d)=O, [3])=(aa)(b~cd)=(aa~6)(cd)=(a~ab)(cd)= 
=u((ub)(cd)}=u((ub~c)d) (car a(ab, c, d)= -c{ab, a, cl}= 0, [3])= 
=u{(u-bc)d} (en effet: a[+, b, c}d]=a((ab.c)d)-a((a.bc)d)= 
=u((ab)(c&))-u{u(bc-d)}=(aub)(cd)-(uu)(bc*d)= (uub)(cd)-(uu)(bGd)= 
=(uub)(cd)-(uub)(cd)=O)=u(u(bc.d))= (uu)(bc.d)=(uu)(bGd)= 
=u{u(b.cd)}, C.-a-d. : u(ubcd) est stable et par consequent uubcd est stable. 
Les produits ubccd et abcdd sont stables pour des raisons semblables, 
e-8-d. : R est 5-prod-alternatif. 
Remarque: Jusqu’a un certain point ce resultat est comparable au 
theoreme, mention& plus tot: Un anneau 3-alternatif et faiblement 4- 
alternatif (caracteristique #2) est B-associatif. 11 est probable que tout 
compte fait, la conformite totale s’etablit. 
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